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सांख्यिकी (Statistics) 


*% “Statistics may be rightly called the science of averages and their 
estimates” —A.L.BOWLEY &A.L.BODDINGTON % 


15.1 भूमिका (Introduction) 


हम जानते हैं कि सांख्यिकी का सरोकार किसी विशेष उद्देश्य के लिए 
एकत्रित आँकडों से होता है। हम आँकड़ों का विश्लेषण एव व्याख्या 
कर उनके बारे में निर्णय लेते हैं। हमने पिछली कक्षाओं में आँकडों को 
आलेखिक एवं सारणीबद्ध रूप में व्यक्त करने की विधियों का 
अध्ययन किया है। यह निरूपण आँकड़ों के महत्वपूर्ण गुणों एवं 
विशेषताओं को दर्शाता है। हमने दिए गए आँकड़ों का एक 
प्रतिनिधिक मान ज्ञात करने को विधियों के बारे में भी अध्ययन किया 
है। इस मूल्य को केंद्रीय प्रवृत्ति की माप कहते हैं। स्मरण कीजिए 
कि माध्य (समांतर माध्य), माध्यिका और बहुलक केंद्रीय प्रवृत्ति की Karl Pearson 
तीन माप हैं। केंद्रीय प्रवृत्ति के माप हमें इस बात का आभास दिलाते (1857-1936 A.D.) 
हैं कि आँकडे किस स्थान पर केंद्रित हैं किंतु आँकडों के समुचित अर्थ विवेचन के लिए हमें यह 
भी पता होना चाहिए कि आँकडों में कितना बिखराव है या वे केंद्रीय प्रवृत्ति की माप के चारों ओर 
किस प्रकार एकत्रित हैं। 
दो बल्लेबाजों द्वारा पिछले दस मैचों में बनाए गए रनों पर विचार करें; 
बल्लेबाज ^ : 30, 91, 0, 64, 42, 80, 30, 5, 117, 71 
बल्लेबाज 8 : 53, 46, 48, 50, 53, 53, 58, 60, 57, 52 
स्पष्टतया आँकडों का माध्य व माध्यिका निम्नलिखित हैं: 





बल्लेबाज A बल्लेबाज B 
माध्य 53 53 
माध्यिका 53 53 


स्मरण कीजिए कि हम प्रेक्षणों का माध्य ( 7 द्वारा निरूपित) उनके योग को उनकी संख्या से 
भाग देकर ज्ञात करते हैं, 
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_ | nh 
अर्थात्‌ r=) 
I! ;=] 
माध्यिका को गणना के लिए आकड़ों को पहले आरोही या अवरोही क्रम में व्यवस्थित किया 
जाता है और फिर निम्नलिखित नियम लगाया जाता है: 


n+]1 


यदि प्रेक्षणों की संख्या विषम हे तो माध्यिका ण) वाँ प्रेक्षण होती हे। यदि प्रेक्षणों की संख्या 


सम हे तो माध्यिका [5] वें और र र 1) वें प्रेक्षणों का माध्य होती हे। 


हम पाते हैं कि दोनों बल्लेबाजों ^ तथा 8 द्वारा बनाए गए रनों का माध्य व माध्यिका बराबर हे 
अर्थात्‌ 53 हे। क्या हम कह सकते हें कि दोनों बल्लेबाजों का प्रदर्शन समान है? स्पष्टता नहीं। क्योंकि 
4 के रनों में परिवर्तनशीलता 0 (न्यूनतम) से 117 (अधिकतम) तक है। जबकि 3 के रनों का विस्तार 
46 (न्यूनतम) से 60 (अधिकतम) तक है। 

आइए अब उपर्युक्त स्कोरों को एक संख्या रेखा पर अंकित करें। हमें नीचे दर्शाई गई आकृतियाँ 
प्राप्त होती हें (आकृति 15.1 और 15.2)। 

बल्लेबाज 4 के लिए 


° 
(TTI $ ७७७ 
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आकृति 15.1 
बल्लेबाज 3 के लिए 


° ७ ७छ ७छ ° 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110 120 


आकृति 15.2 


हम देख सकते हैं कि बल्लेबाज 3 के संगत बिंदु एक दूसरे के पास-पास हैं और केंद्रीय प्रवृत्ति 
को माप (माध्य व माध्यिका) के इर्द गिर्द गुच्छित हैं जबकि बल्लेबाज 4 के संगत बिंदुओं में 
अधिक बिखराव है या वे अधिक फैले हुए हैं। 

अतः दिए गए आँकड़ों के बारे में संपूर्ण सूचना देने के लिए केंद्रीय प्रवृत्ति की माप पर्याप्त 
नहीं हैं। परिवर्तनशीलता एक अन्य घटक है जिसका अध्ययन सांख्यिकी के अतर्गत किया जाना चाहिए। 

केंद्रीय प्रवृत्ति को माप को तरह ही हमें परिवर्तनशीलता के वर्णन के लिए एकल संख्या चाहिए। 
इस संख्या को 'प्रकीर्णन की माप (Measure ०f 0५९7५०) ' कहा जाता है। इस अध्याय में हम 
प्रकौर्णन को माप के महत्व व उनको वर्गीकृत एवं अवर्गीकृत ऑकडों के लिए गणना को 
विधियों के बारे में पढेंगे। 
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15.2 प्रकीर्णन की माप (Measures of dispersion) 


आँकड़ों में प्रकीर्णन या विक्षेपण का माप प्रेक्षणों व वहाँ प्रयुक्त केंद्रीय प्रवृत्ति की माप के आधार पर 
किया जाता है। 

प्रकीर्णन के निम्नलिखित माप हैं: 

(1) परिसर (R०९९) (11) चतुर्थक विचलन (Quartile deviation) (1) माध्य विचलन (Mean 
deviation) (७) मानक विचलन (Standard deviation). 

इस अध्याय में हम, चतुर्थक विचलन के अतिरिक्त अन्य सभी मापों का अध्ययन करेंगे। 


15.3 परिसर ( Range ) 
स्मरण कीजिए कि दो बल्लेबाजों & तथा 8 द्वारा बनाए गए रनों के उदाहरण में हमने स्कोरों में 
बिखराव, प्रत्येक श्रृंखला के अधिकतम एवं न्यूनतम रनों के आधार पर विचार किया था। इसमें एकल 
संख्या ज्ञात करने के लिए हम प्रत्येक श्रृंखला के अधिकतम व न्यूनतम मूल्यों में अंतर प्राप्त करते 
हैं। इस अंतर को परिसर कहा जाता है। 

बल्लेबाज ^ के लिए परिसर = 117-0 = 117 
और बल्लेबाज 8, के लिए परिसर = 60-46 = 14 
स्पष्टतया परिसर ^ > परिसर B, इसलिए 4 के स्कोरों में प्रकीर्ण या बिखराव अधिक है जबकि 
8 के स्कोर एक दूसरे के अधिक पास हैं। 

अतः एक शृंखला का परिसर = अधिकतम मान - न्यूनतम मान 

आँकड़ों का परिसर हमें बिखराव या प्रकीर्णन का मोटा-मोटा (00९1) ज्ञान देता है, किंतु केंद्रीय 
प्रवृत्ति को माप, विचरण के बारे में कुछ नहीं बताता है। इस उद्देश्य के लिए हमें प्रकीर्णन के अन्य 
माप की आवश्यकता है। स्पष्टतया इस प्रकार की माप प्रेक्षणों की केंद्रीय प्रवृत्ति से अंतर (या विचलन) 
पर आधारित होनी चाहिए। 

केंद्रीय प्रवृत्ति से प्रेक्षणों के अंतर के आधार पर ज्ञात को जाने वाली प्रकीर्णन को महत्वपूर्ण 
माप माध्य विचलन व मानक विचलन हैं। आइए इन पर विस्तार से चर्चा करें। 


15.4 माध्य विचलन" (Mean deviation) 


याद कीजिए कि प्रेक्षण « का स्थिर मान ८ से अंतर (५-८) प्रेक्षण « का ८ से विचलन कहलाता 
है। प्रेक्षण का केंद्रीय मूल्य '८' से प्रकीर्णन ज्ञात करने के लिए हम ८ से विचलन प्राप्त करते हैं। 
इन विचलनों का माध्य प्रकीर्णन की निरपेक्ष माप होता है। माध्य ज्ञात करने के लिए हमें विचलनों का 
योग प्राप्त करना चाहिए, किंतु हम जानते हैं कि केंद्रीय प्रवृत्ति की माप प्रेक्षणों के समुच्चय की 
अधिकतम तथा न्यूनतम मूल्यों के मध्य स्थित होता है। इसलिए कुछ विचलन ऋणात्मक तथा कुछ 
धनात्मक होंगे। अतः विचलनों का योग शून्य हो सकता है। इसके अतिरिक्त माध्य 7 से विचलनों का 
योग शून्य होता है। 
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साथ ही विचलनों का माध्य = "वक की सि र 
प्रेक्षणों की संख्या 7 
अतः माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने का कोई औचित्य नहीं है। 

स्मरण कीजिए कि प्रकोर्णन की उपर्युक्त माप ज्ञात करने के लिए हमें प्रत्येक मान की केंद्रीय 
प्रवृत्ति की माप या किसी स्थिर संख्या '८' से दूरी ज्ञात करनी होती है। याद कीजिए कि किन्हीं दो 
संख्याओं के अंतर का निरपेक्ष मान उन संख्याओं द्वारा संख्या रेखा पर व्यक्त बिंदुओं के बीच को दूरी 
को दर्शाता है। अतः स्थिर संख्या '८' से विचलनों के निरपेक्ष मानों का माध्य ज्ञात करते हैं। इस माध्य 
को “माध्य विचलन' कहते हैं। अतः केंद्रीय प्रवृत्ति '४' के सापेक्ष माध्य विचलन प्रेक्षणों का '८' से 
विचलनों के निरपेक्ष मानों का माध्य होता है। '८' के सापेक्ष माध्य विचलन को M.D. (०) द्वारा प्रकट 
किया जाता है। 


'॥ ' सेविचलनों के निरपेक्ष मान का योग 


RI अडी प्रेक्षणो को संख्या 


टिप्पणी माध्य विचलन केंद्रीय प्रवृत्ति की किसी भी माप से ज्ञात किया जा सकता है। किंतु 
सांख्यिकीय अध्ययन में सामान्यतः माध्य और माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन का उपयोग किया 
जाता है। 

15.4.1 अवर्गीकृत आंकडों के लिए माध्य विचलन (Mean deviation for ungrouped 
4८४०) मान लीजिए कि 7 प्रेक्षणों के आंकडे 2, +, 2, ..., ४, दिए गए हैं। माध्य या माध्यिका के 
सापेक्ष माध्य विचलन को गणना में निम्नलिखित चरण प्रयुक्त होते हैं: 

चरण-1 उस केंद्रीय प्रवृत्ति की माप को ज्ञात कीजिए जिससे हमें माध्य विचलन प्राप्त करना है। मान 
लीजिए यह “' है। 

चरण-2 प्रत्येक प्रेक्षण «का ८ से विचलन अर्थात्‌ + - ०, 2,- क २, ५,. . . , ४-८ ज्ञात करें 
चरण-3 विचलनों का निरपेक्ष मान ज्ञात करें अर्थात्‌ यदि विचलनों में ऋण चिह्न लगा है तो उसे हटा 


9 9 9 ००००० 





1, - 4 ज्ञात करें 














दें अर्थात्‌ "५-८ 





५. 4. "८ 


चरण-4 विचलनों के निरपेक्ष मानों का माध्य ज्ञात करें। यही माध्य '८' के सापेक्ष माध्य विचलन हे। 


2, ५०५ 
अर्थात्‌ M.D. ८ -ी-------- 
11 


nh 


४ -*|, जहाँ द्र = माध्य 








1 
अतः NLD. (3) य 
n 


i=] 


2020-21 


सांख्यिकी 371 


16; 


1 हु 
तथा M.D.(M)=— >, , जहाँ ॥॥ = माध्यिका 
I ; 





x;-M 





| ब~ टिप्पणी | इस अध्याय में माध्यिका को चिह्न प द्वारा निरूपित किया गया है जब तक कि 


अन्यथा नहीं कहा गया हो। आइए अब उपर्युक्त चरणों को समझने के लिए निम्नलिखित 
उदाहरण लें: 





उदाहरण-1 निम्नलिखित ऑकडों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 
6, 7, 10, 12, 13, 4, 8, 12 


हल हम क्रमबद्ध आगे बढ़ते हुए निम्नलिखित प्राप्त करते हैं: 
चरण 1 दिए गए आँकडों का माध्य 








__ 6+7+10+12+13+4+8+12 72, 
T= © © = ~ = 9 हे। 
8 8 
चरण 2 प्रेक्षणों के माध्य 7 से क्रमशः विचलन ५-5 
अर्थात्‌ 6-9, 7 - 9, 10 - 9, 12 - 9, 13 - 9, 4- 9, 8 - 9, 12 - 9 हैं। 
या 3 -2, 1, 3, 4,-5. 3 हें। 
चरण 3 विचलनों के निरपेक्ष मान |»; >> 
3, 2, 1,3, 4, 5, 1, 3 हैं। 
चरण 4 माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन निम्नलिखित हे: 
8 
> 
i=] 
M.D.(x ) डड ४ 
3--2--1--3--4--5--1--3 22 
2000130 52.75 


8 8 
| बढ" टिप्पणी | प्रत्येक बार चरणों को लिखने के स्थान पर हम, चरणों का वर्णन किए बिना ही 





क्रमानुसार परिकलन कर सकते हैं। 


उदाहरण 2 निम्नलिखित आँकडों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 
12,3, 18, 17, 4, 9, 17, 19,20, 15, 8, 17, 2, 3, 16, 11,3, 1, 0, 5 


हल हमें दिए गए आँकडों का माध्य (7 ) ज्ञात करना होगा। 


2020-21 


37 गणित 


ज] ~ _ 200 
ल 0 के Si et दो) 
20 77 20 


माध्य से विचलनों के निरपेक्ष मान अर्थात्‌ |४, - +| इस प्रकार हें: 
2, 7, 8, 7, 6, 1, 7, 9, 10, 5, 2, 7, 8, 7, 6, 1, 7, 9, 10, 5 


20 


इसलिए... 2४7 124 


i=] 





124 
और ४.10. (5 )- —— = 6. 
(x) ०6 6.2 


उदाहरण 3 निम्नलिखित ऑकडों से माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 

3, 9, 5, 3, 12, 10, 18, 4, 7, 19, 21 
हल यहाँ प्रक्षेणों की संख्या 11 है जो विषम है। आँकड़ों को आरोही क्रम में लिखने पर हमें 3, 3, 4, 
5, 7, 9, 10, 12, 18, 19, 21 प्राप्त होता है। 





| 5 1... , 
अब माध्यिका = वाँ या 6वां प्रेक्षण = 9 है। 


विचलनों का क्रमशः निरपेक्ष मान |, - ४ इस प्रकार से है। 
6, 6, 5, 4, 2,0, 1,3, 9, 10, 12 


11 








इसलिए > ६-३ | -_ 58 
i=] 
1 २ 1 
तथा M.D.(M)=— > | —M|=—X58 = 5.27 
[ हक 1] 


15.4.2 वर्गीकृत आकड़ों के लिए माध्य विचलन (Mean deviation for grouped data) 
हम जानते हैं कि आँकड़ों को दो प्रकार से वर्गीकृत किया जाता है। 

(9) असतत बारंबारता बंटन (Discrete frequency distribution) 

(७) सतत बारंबारता बंटन ( Continuous frequency distribution) 

आइए इन दोनों प्रकार के ऑकड़ों के लिए माध्य विचलन ज्ञात करने को विधियों पर चर्चा करें। 


(३) असतत बारंबारता बंटन मान लीजिए कि दिए गए आँकड़ों में # भिन्न प्रेक्षण 2,, »,, ..., 2, हें 
जिनकी बारंबारताएँ क्रमशः £, /,, ..., /, हैं। इन आँकड़ों को सारणीबद्ध रूप में निम्नलिखित प्रकार से 
व्यक्त किया जा सकता है जिसे असतत बारंबारता बंटन कहते हैं: 


2020-21 


सांख्यिकी 373 


जे न X शै ल न. 
SID आनी, 
(1) माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन सर्वप्रथम हम दिए गए ऑकड़ों का निम्नलिखित सूत्र द्वारा माध्य 


7 ज्ञात करते हें: 


जहाँ 2». प्रेक्षणों ५ का उनकी क्रमशः बारंबारता / से गुणनफलों का योग प्रकट करता है। 
न 


तथा 1४ >_ 1; बारंबारताओं का योग है। 
जि! 
तब हम प्रेक्षणों ५.का माध्य ३ से विचलन ज्ञात करते हैं और उनका निरपेक्ष मान लेते हैं अर्थात 
सभी 1-1,2,.... # के लिए |+; -2| ज्ञात करते हें 


इसके पश्चात्‌ विचलनों के निरपेक्ष मान का माध्य ज्ञात करते हें, जोकि माध्य के सापेक्ष वांछित 
माध्य विचलन है। 





7 


$+ शि 

अतः ७.9. &छ) < ~ > 2०2३: 
5) त्रा न्क 

(1) माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए हम 

दिए गए असतत बारंबारता बंटन को माध्यिका ज्ञात करते हैं। इसके लिए प्रेक्षणों को आरोही क्रम में 

व्यवस्थित करते हैं। इसके पश्चात्‌ संचयी बारबारताएँ ज्ञात को जाती हैं। तब उस प्रेक्षण का 





x, — Xx | 





ड संचयी बां N आव्य 
निर्धारण करते हैं जिसकी संचयी बांरबारता जज के समान या इससे थोडी अधिक हे। यहाँ बारंबारता 


का योग च से दर्शाया गया है। प्रेक्षणों का यह मान आँकड़ों के मध्य स्थित होता है इसलिए यह अपेक्षित 
माध्यिका हे। माध्यिका ज्ञात करने के बाद हम माध्यिका से विचलनों के निरपेक्ष मानों का माध्य ज्ञात 
करते हैं। इस प्रकार 





M.D.M) = त > fl —Ml 


i=] 
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उदाहरण 4 निम्नलिखित आँकडों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 





हल आइए दिए गए आँकड़ों की सारणी 15.1 बनाकर अन्य स्तंभ परिकलन के बाद लगाएँ. 


सारणी 15.1 





1S 1 
त्र = x ८5 ABO - 7.5 
इसलिए र pF न 


र > 92 = 2.3 
40 





6 
और MD. CF > 
N i=] 


उदाहरण 5 निम्नलिखित आँकडों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 





हल दिए गए आँकडे पहले ही आरोही क्रम में हैं। इन आँकडों में संगत संचयी बारंबारता की एक कतार 
और लगाते हैं (सारणी 15.2)। 
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सारणी 15.2 


CME 


अब, ४ = 30 हे जो सम संख्या है, 
इसलिए माध्यिका 15वीं व 16वीं प्रेक्षणं का माध्य है। यह दोनों प्रेक्षण संचयी बारंबारता 18 में स्थित 
हैं जिसका संगत प्रेक्षण 13 है। 





15वाँ प्रेक्षण +16वाँ प्रेक्षण  13--13 


= | 3 
शे 2 





इसलिए माध्यिका M= 


अब माध्यिका से विचलनो का निरपेक्ष मान अर्थात्‌ |%; - | निम्नलिखित 


सारणी 15.3 में दर्शाए गए हे 
सारणी 15.3 


| 10 | 7 | 4 9 


हि हिल 


जा =30 और 5 fu; —M[=149 
i=] !=1 











M 


1 8 
इसलिए, M.D.M = 
त्ता 


1 
-- --->८ 149 -- 497 
30 कर 


(७) सतत बारबारता बंटन एक सतत बांरबारता बंटन वह श्रृंखला होती है जिसमें आँकड़ों को विभिन्न 
बिना अंतर वाले वर्गों में वर्गीकृत किया जाता है और उनकी क्रमशः बारंबारता लिखी जाती है। 
उदाहरण के लिए 100 छात्रों द्वारा प्राप्ताकों को सतत बांरबारता बंटन में निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त 
किया गया हे: 





716 
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(1) माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन एक सतत बांरबारता बंटन के माध्य की गणना के समय हमने 
यह माना था कि प्रत्येक वर्ग (९1१५ ) की बारंबारता उसके मध्य-बिंदु पर केंद्रित होती है। यहाँ भी 
हम प्रत्येक वर्ग का मध्य-बिंदु लिखते हैं और असतत बारंबारता बंटन की तरह माध्य विचलन ज्ञात 
करते हैं। 

आइए निम्नलिखित उदाहरण देखें 


उदाहरण 6 निम्नलिखित ऑकडों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए: 


10-20 | 20-30 | 30-40| 40-50 [50-60 | 60-70 


8 


हल दिए गए आँकड़ों से निम्न सारणी 15.4 बनाते हैं। 





सारणी 15.4 





1: +| 5400 





7 Fi Fi 
यहाँ N=.) f; ८40, 2 (४ =1800, 2 f, 
j= जि । i=] 


# आज क. त्स याती 
इसलिए x 2 त 
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जर M.D.(x) = त 3 1 | त X400 =10 

माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने की लघु विधि हम पद विचलन विधि (St€- 
deviation method) का प्रयोग करके > के कठिन परिकलन से बच सकते हैं। स्मरण कीजिए कि 
इस विधि में हम आँकड़ों के मध्य या उसके बिल्कुल पास किसी प्रेक्षण को कल्पित माध्य लेते हैं। 
तब प्रेक्षणों (या विभिन्न वर्गो के मध्य-बिंदुओं) का इस कल्पित माध्य से विचलन ज्ञात करते हैं। यह 
विचलन संख्या रेखा पर मूल बिंदु (07९17) को शून्य से प्रतिस्थापित कर कल्पित माध्य पर ले जाना 
ही होता है, जैसा कि आकृति 15.3 में दशार्या गया है। 





विचलन 
—60 50 40 30 -20 -10 0 10 20 30 40 50  60<- 
( [ ] [ ] ( ® [ ] [ ] ( ] [ ] ° ( [ ] के बाद 
विचलन OD 
> 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 
के पहले 


कल्पित माध्य 
आकृति 15.3 


यदि सभी विचलनों में कोई सार्व गुणनखंड (८०m॥०॥ 8८०7) है तो विचलनों को सरल 

करने के लिए इन्हें इस सार्व गुणनखंड से भाग देते हैं। इन नए विचलनों को पद विचलन कहते हैं। 

पद विचलन लेने की प्रक्रिया संख्या रेखा पर पैमाने का परिवर्तन होता है, जैसा कि आकृति 15.4 में 
दर्शाया गया है। 

कल्पित माध्य मे -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 


विचलनटे 00 50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 पद विचलन 


° ° ७ ° ° ° ° ° ® ° ° ° 
ooo 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 


कल्पित माध्य 
आकृति 15.4 
विचलन और पद विचलन प्रेक्षणों के आकार को छोटा कर देते हैं, जिससे गुणन जैसी गणनाएँ 


ज. - (ल ७ 
' ` हो जाता हे, जहाँ '6' कल्पित माध्य है व ॥ 





सरल हो जाती हैं। मान लीजिए नया चर व. = 


सार्व गुणनखंड है। तब पद विचलन विधि द्वारा 5 निम्नलिखित सूत्र से ज्ञात किया जाता है: 
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2 रच 4 


त्र स्व -- ४7 xX ॥ 





N 
आइए उदाहरण 6 के आँकड़ों के लिए पद विचलन विधि लगाएँ। हम कल्पित माध्य ८ = 45 
और ॥ = 10, लेते हैं और निम्नलिखित सारणी 15.5 बनाते हैं। 


सारणी 15.5 


छात्रों की x.—45 
प्राप्तांक | मध्य- व. 5८ - dl xxl 11४, जे 
| आक . संख्या यु ॥॥०॥/ १ 
i क्र 


i i 


Ie 
2 
35 


45 
58 
65 
7S 











7 
fd 
इसलिए क तेव चे xh - 45---->10-45 
1 400 
M.D. (7) > — xxl ---- > 10 
और (x) ह 2 


| बढ़" टिप्पणी | पद्‌ विचलन विधि का उपयोग 3 ज्ञात करने के लिए किया जाता है। शेष प्रक्रिया 
ही क 





(1) माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन दिए गए ऑकडों के लिए माध्यिका से माध्य विचलन ज्ञात 
करने की प्रक्रिया वैसी ही हे जेसी कि हमने माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए को 
थी। इसमें विशेष अंतर केवल विचलन लेने के समय माध्य के स्थान पर माध्यका लेने में होता है। 
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आइए सतत बारंबारता बटन के लिए माध्यिका ज्ञात करने को प्रक्रिया का स्मरण करें। आँकडों 
को पहले आरोही क्रम में व्यवस्थित करते हैं। तब सतत बारंबारता बंटन की माध्यिका ज्ञात करने के 
लिए पहले उस वर्ग को निर्धारित करते हें जिसमें माध्यिका स्थित होती हे (इस वर्ग को माध्यिका 
वर्ग कहते हैं) और तब निम्नलिखित सूत्र लगाते हैं: 


हे वि 


माध्यिका ८-1 + x h 





७) '> 
~ 


हौ संचयी बार N 
जहाँ माध्यिका वर्ग वह वर्ग है जिसकी संचयी बारंबारता ठ के बराबर या उससे थोडी अधिक हो, 


बांरबारताओं का योग च, माध्यिका वर्ग को निम्न सीमा 7, माध्यिका वर्ग को बारबारता/, माध्यिका 
वर्ग से सटीक पहले वाले वर्ग की संचयी बारंबारता ९ और माध्यिका वर्ग का विस्तार # है। माध्यिका 
ज्ञात करने के पश्चात्‌ प्रत्येक वर्ग के मध्य-बिंदुओं ४. का माध्यिका से विचलनों का निरपेक्ष मान अर्थात्‌ 


1, ~प प्राप्त करते हैं। 





I # 
तब MD.M)=— > 1५ - 
| 


इस प्रक्रिया को निम्नलिखित उदाहरण से स्पष्ट किया गया हैः 
उदाहरण 7 निम्नलिखित आंकड़ों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 


10-20 | 20-30 | ३30-40 | 40-50| 50-60 





जाडा 
हल दिए गए आँकडों से निम्न सारणी 15.6 बनाते हैं: 
सारणी 15.6 


बारंबारता संचयी बारंबारता | x; ८ Med, f | x; Med, 
i; 
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हु N री वीं में हैं 
यहाँ च = 50, इसलिए हा वीं या 25वीं मद 20-30 वर्ग में हैं। इसलिए 20-30 माध्यिका वर्ग हे। 
हम जानते हैं कि 
N 


माध्यिका = | + 2 > 


C 





यहाँ । = 20, 0-13, {= 15, ॥= 10 और N= 50 
१-1 





इसलिए, माध्यिका =20+ X10 - 20 + 8 - 28 


अतः, माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन 


6 
> fl थी = _ 36508 - 10.16 है। 
i=] 50 


| प्रशनाब॑ली 15.1 | 


प्रश्‍न 1 व 2 में दिए गए आंकड़ों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 
1. 4, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 17 
2. 38, 70, 48, 40, 42, 55, 63, 46, 54, 44 


M.D.(M) = 


Z| ~ 


प्रश्‍न 3 व 4 के आंकड़ों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 
3. 13, 17, 16, 14, 11,13, 10,16, 11,18, 12, 17 
4. 36,72,46,42, 60,45, 53,46, 51,49 

प्रश्‍न 5 व 6 के ऑकड़ों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 


5. » 5 1013 2 25 
f, 7 46 3 5 
6.x, 10 30 50 70 90 


f, 4 2 28 16 8 
प्रश्‍न 7 व 8 के आंकड़ों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 
7. 5, 5 गृ 9 10 12 15 
7, 8 6 2 2 2 6 
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8. ७, 15 21 27 30 35 
1, 3 5 6 7 8 
प्रश्‍न 9 व 10 के आकडों के लिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कोजिए। 


9, | आय प्रतिदिन 
(₹ में) 100|100-200.200-300(/300-400/400-500 500-600,600-700| 700-800 





11. निम्नलिखित आकडों के लिए माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात कीजिए 


10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 


6 


लड़कियों को 
संख्या 


12. नीचे दिए गए 100 व्यक्तियों को आयु के बंटन को माध्यिका आयु के सापेक्ष माध्य विचलन 
को गणना कीजिए: 








5 | चित | %| 12| 6 |?_ 
[संकेत प्रत्येक वर्ग की निम्न सीमा में से 0.5 घटा कर व उसकी उच्च सीमा में 0.5 जोड़ कर दिए 
गए ऑकडों को सतत बारंबारता बंटन में बदलिए] 


15.4.3 माध्य विचलन की परिसीमाएँँ (Limitations of mean deviation) बहुत अधिक विचरण 
या बिखराव वाली श्रृंखलाओं में माध्यिका केंद्रीय प्रवृत्ति की उपयुक्त माप नहीं होती है। अत: इस दशा 
में माध्यिका के सापेक्ष माध्य विचलन पर पूरी तरह विश्वास नहीं किया जा सकता है। 

माध्य से विचलनों का योग (ऋण चिह्न को छोड़कर) माध्यिका से विचलनों के योग से अधिक 
होता है। इसलिए माध्य के सापेक्ष माध्य विचलन अधिक वैज्ञानिक नहीं है। अतः कई दशाओं में माध्य 
विचलन असंतोषजनक परिणाम दे सकता है। साथ ही माध्य विचलन को विचलनों के निरपेक्ष मान पर 
ज्ञात किया जाता है। इसलिए यह और बीजगणितीय गणनाओं के योग्य नहीं होता है। इसका अभिप्राय 
है कि हमें प्रकीर्णन को अन्य माप की आवश्यकता है। मानक विचलन प्रकीर्णन की ऐसी ही 
एक माप है। 
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15.5 प्रसरण और मानक विचलन (Variance and Standard Deviation) 


याद कीजिए कि केंद्रीय प्रवृत्ति को माप के सापेक्ष माध्य विचलन ज्ञात करने के लिए हमने विचलनों 
के निरपेक्ष मानों का योग किया था। एसा माध्य विचलन को सार्थक बनाने के लिए किया था, अन्यथा 
विचलनों का योग शून्य हो जाता है। 

विचलनों के चिहों के कारण उत्पन्न इस समस्या को विचलनों के वर्ग लेकर भी दूर किया जा 
सकता है। निसंदेह यह स्पष्ट है कि विचलनों के यह वर्ग ऋणेतर होते हैं। 

माना 2,, 2, 2, ..., 2, , ॥ प्रेक्षण हैं तथा 7 उनका माध्य है। तब 


1”. ८2? 
(शप हो ल विल्या चं. + (x, x) = (त ग) 
=] 


यदि यह योग शून्य हो तो प्रत्येक (४, - 7) शून्य हो जाएगा। इसका अर्थ है कि किसी प्रकार 


का विचरण नहीं है क्योंकि तब सभी प्रेक्षण 7 के बणबर हो जाते हैं। यदि )_(%; 7) छोटा है तो 


यह इंगित करता है कि प्रेक्षण 2, ४, 4.,....5,, माध्य 3 के निकट हैं तथा प्रेक्षणं का माध्य ठर के 
सापेक्ष विचरण कम है । इसके विपरीत यदि यह योग बड़ा हे तो प्रेक्षणों का माध्य £ के सापेक्ष विचरण 


अधिक है। कया हम कह सकते हैं कि योग > (4५-2) सभी प्रेक्षणों का माध्य 5 के सापेक्ष 


i=] 
प्रकीर्णन या विचरण की माप का एक संतोषजनक प्रतीक है? 
आइए इसके लिए छः प्रेक्षणों 5, 15, 25, 35, 45, 55 का एक समुच्चय 4 लेते हैं। इन प्रेक्षणों का माध्य 
30 है। इस समुच्चय में 5 से विचलनों के वर्ग का योग निम्नलिखित हैः 


6 
> (x; = र (5-30) + (15-30)-+ (25-30) + (35-30) + (45-30) +(55-30)* 


i=] 
= 625 + 225 +25 +25 +225 + 625 = 1750 
एक अन्य समुच्चय 8 लेते हैं जिसके 31 प्रेक्षण निम्नलिखित हैं: 
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 
38, 39, 40, 41,42, 43, 44, 45. 
इन प्रेक्षणों का माध्य 5 = 30 है। 
दोनों समुच्चयों 4 तथा 8 के माध्य 30 है। 
समुच्चय 8 के प्रेक्षणों के विचलनों के वर्गो का योग निम्नलिखित है। 


2020-21 


सांख्यिकी 383 


31 
> (५७-53) _ 15-30) +(16-30)12+ (17-30)? + ...+(44-30)24(45-30) 


i=] 

(—15) +(-14)2 + ...+ (-1)7+ 0८2-- 12+ 22 + 3८-- ...+ 14”-- 15? 

2[15°+ 14“ + ... + 17] 

कल 152८ (15 + 1) (30. + 1) 
6 


ह = 5 16 » 31 = 2480 


n(n+DCn+D 


होता है, यहाँ # = 15 है) 


(क्योंकि प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योग = 


यदि >, (४; - 3) ही माध्य के सापेक्ष प्रकीर्णन की माप हो तो हम कहने के लिए प्रेरित होंगे 


कि 31 प्रेक्षणों के समुच्चय 8 का, 6 प्रेक्षणों बाले समुच्चय ^ की अपेक्षा माध्य के सापेक्ष अधिक 
प्रकीर्णन है यद्यपि समुच्चय #» में 6 प्रेक्षणों का माध्य > के सापेक्ष बिखराव (विचलनों का परिसर -25 
से 25 है) समुच्चय छ की अपेक्षा (विचलनों का परिसर -15 से 15 हे) अधिक है। यह नीचे दिए 
गए चित्रों से भी स्पष्ट हे: 
समुच्चय ^, के लिए हम आकृति 15.5 पाते हैं। 

0 5 10 15 20 25 35 40 45 50 55 60 


माध्य 
आकृति 15.5 
समुच्चय 8, के लिए आकृति 15.6 हम पाते हैं 


७७७ ७७७७७ ७७७७७७७ ७७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ 


0 5 10 15 20 25 न 35 40 45 50 55 60 


माध्य 
आकृति 15.6 


अतः हम कह सकते हें कि माध्य से विचलनों के वर्गों का योग प्रकीर्णन की उपयुक्त माप नहीं है। 


I< हि 
इस कठिनाई को दूर करने के लिए हम विचलनों के वर्गों का माध्य लें अर्थात्‌ हम कर 2 (क) . 
i=] 


लें। समुच्चय ^, के लिए हम पाते हैं, 
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1 
माध्य = > 1750 = 291.6 है और समुच्चय B, के लिए यह 3] *2480- 80 है। 


यह इंगित करता है कि समुच्चय ^ में बिखराव या विचरण समुच्चय 3 की अपेक्षा अधिक है जो दोनों 
समुच्चयों के अपेक्षित परिणाम व ज्यामितिय निरूपण से मेल खाता है। 


1 गा 
अतः हम |, > (५ - 2) को प्रकीर्णन की उपयुक्त माप के रूप में ले सकते हैं। यह संख्या 


अर्थात्‌ माध्य से विचलनों के वर्गों का माध्य प्रसरण (४३7।३॥८९) कहलाता है और छ? (सिंगमा का 
वर्ग पढ़ा जाता है) से दर्शाते हैं। 
अतः 7 प्रेक्षणों +, »,,..., ५, का प्रसरण 


If 3D rene 
2_1 ३६ 2 
6 =>, ->) है। 
17 =] 


15.5.1 मानक विचलन (Standard Déviati0n)/प्रसरण को गणनां१में हम पाते हैं कि व्यक्तिगत 
प्रेक्षणों ५, तथा ह की इकाई प्रसरण की इकाई से भिन्न है, क्योंकि प्रसरण में (४-5 ) के वर्गो का 
समावेश है, इसी कारण प्रसरण के धनात्मक वर्गमूल को प्रेक्षणों का माध्य के सापेक्ष प्रकीर्णन की 
यथोचित माप के रूप में व्यक्त किया जाता है और उसे मानक विचलन कहते हैं। मानक विचलन को 
सामान्यतः 6, द्वारा प्रदर्शित किया जाता है तथा निम्नलिखित प्रकार से दिया जाता हैः 


o = | Sarr है (७-7) .. (1) 
I उ 


आइए अवर्गीकृत ऑकडों का प्रसरण व मानक विचलन ज्ञात करने के लिए कुछ उदाहरण 
लेते हैं। 


उदाहरण 8 निम्नलिखित ऑकडों के लिए प्रसरण तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए; 
6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24 


हल दिए गए आँकड़ों को निम्नलिखित प्रकार से सारणी 15.7 में लिख सकते हैं। माध्य को पद 
विचलन विधि द्वारा 14 को कल्पित माध्य लेकर ज्ञात किया गया हे। प्रेक्षणों की संख्या #- 10 हे। 
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सारणी 15.7 
1७0 माध्य से विचलन| = = 
टे «7 ) 

81 

49 

25 

9 

] 

] 

9 

0) 

49 

० 

वि d+ AN 

I) 
इसलिए, माध्य » = कल्पित माध्य + 2 


1 


10 


न्‍ र्ट £)? _ 1 +330 
न शि — ——X os 3 3 
7 ;=] 10 ट 


/33 = 5.74 


15.5.2 एक असतत बारबारता बटन का मानक विचलन (Standard deviation of a 
discrete frequency distribution) मान लें दिया गया असतत बटन निम्नलिखित हैः 


क्र: गन अक अक क्ट 


fi यह ho hr 


और प्रसरण 62 


अतः मानक विचलन 6 


इस बंटन के लिए मानक विचलन 6 = .. (2) 
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जहाँ 


आइए निम्नलिखित उदाहरण लें। 


उदाहरण 9 निम्नलिखित ऑकडों के लिए प्रसरण व मानक विचलन ज्ञात कोजिए: 


En 


[5 





हल आँकडों को सारणी के रूप में लिखने पर हमें निम्नलिखित सारणी 15.8 प्राप्त होती हे: 


इसलिए 


अत 


और 


सारणी 15.8 





7 7 
N=30, 0 fix =420, Y /॥ (०-5) =1374 


i=1 i=l 





है 
> fx ] 
त्र सच ---->»८ 420 - 14 
N 30 
[| = 
प्रसरण (6?) = च्‌ fii 5») 
=| 
र 1374 = 45.8 
es 
मानक विचलन 6 = \/45.8 = 6.77 
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15.5.3 एक सतत बारबारता बंटन का मानक विचलन (Standard deviation ofa continuous 
frequency distribution) दिए गए सतत बारंबारता बंटन के सभी वर्गो के मध्य मान लेकर उसे 
असतत बारंबारता बंटन में निरूपित कर सकते हैं। तब असतत बारंबारता बंटन के लिए अपनाई गई विधि 
द्वारा मानक विचलन ज्ञात किया जाता है। 

यदि एक 7 वर्गा वाला बारंबारता बंटन जिसमें प्रत्येक अंतराल उसके मध्यमान +, तथा बारंबारता 
†, द्वारा परिभाषित किया गया है, तब मानक विचलन निम्नलिखित सूत्र द्वारा प्राप्त किया जाएगा: 





जहाँ 7 , बंटन का माध्य है और च =) 1. 
i=] 
मानक विचलन के लिए अन्य सूत्र हमें ज्ञात है कि 
1 


(4 ह | (4 _ __ 
प्रसरण (०2) = र्‌ 270० य ht x) 
न्या !=] 


व! | > TD for fs 
N Ra न्न i= 


रि 
-N 


| ७ टेन rf + | 


i=] 


] हे जहा ७] n n या 
न्य हक कतर ४-25 .प५% | ह! पड => या > %/; = है 


i=] 


| n है ५ 1 7 2 वा 
० SR or eT Ya उ 


स. 1 N =] 


| 1४1 PR | nh nh 2 
> 0000. किले. क 
या ॐ= शत N N? NO br 
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(कळो 
| nh n 

अतः मानक विचलन 6 = नल N) fx - है (६ ... (3) 
i] i=] 


उदाहरण 10 निम्नलिखित बंटन के लिए माध्य, प्रसरण और मानक विचलन ज्ञात कीजिए: 
वर्ग 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 
बारंबारता 3 7 12 15 8 3 2 
इल दिए गए आँकडों से निम्नलिखित सारणी 15.9 बनाते हैं। 





सारणी 15.9 
वर्ग बारंबारता | मध्य-बिंदु | /&, | (७-5) fox) 
(/) (x) 
3 2187 
2023 
588 
135 
1352 
1587 
2178 
SE ८ [20 | || 
अतः माध्य (४) = प i हु र ह 
1 _ 
प्रसरण (०) = च्‌ >. ल) 


1 
-- ——X 10050 - 201 
50 


और मानक विचलन = \/201 = 14.18 
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उदाहरण 11 निम्नलिखित ऑकडों के लिए मानक विचलन ज्ञात कीजिए: 





हल हम आँकडों से निम्नलिखित सारणी 15.10 बनाते हैं: 


सारणी 15.10 





अब सूत्र (3) द्वारा 


INS oC) fi + (> 77 ) 
4829652 - (614)? 48 % 9652 - (614){ 
\/463296 376996 463296 - 376996 


पय 
N 
न 
48 
रे 
48 

8 


= ह x 293.77 - 6.12 


इसलिए, मानक विचलन 6 = 6.12 


15.5.4. प्रसरणव मानिक विचलन ज्ञात करने के लिए लघु विधि (Shortcut method to find 
variance and standard deviation) कभी-कभी एक बारंबारता बंटन के प्रेक्षणों 5, अथवा 
विभिन्न वर्गो के मध्यमान 2, के मान बहुत बड़े होते हैं तो माध्य तथा प्रसरण ज्ञात करना कठिन हो 
जाता है तथा अधिक समय लेता है। ऐसे बारंबारता बंटन, जिसमें वर्ग-अंतराल समान हों, के लिए पद 
विचलन विधि द्वारा इस प्रक्रिया को सरल बनाया जा सकता है। 
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1 
मान लीजिए कि कल्पित माध्य ^? हे और मापक या पेमाने को या छोटा किया गया हे 


(यहाँ # वर्ग अंतराल है)। मान लें कि पद विचलन या नया चर ) है। 





त्र. —A 
अर्थात्‌ । या 5, A+), ... (1) 
हैक 
हम जानते हें कि = जज ®) 


(1) से 2, को (2) में रखने पर हमें प्राप्त होता है 


> F(A+hy,) 
x = i=l 
N 
1 (< र 1 ” र 
= ९३ > 72) AS: +A 
fi), न्त - 
र AN, ९-९ (क्य >7 = ४ | 
N N र 
अतः r= Ah y ... (3) 


2 | 1 हि 
अब, चर », का प्रसरण, ०; = णम) 
र्ता 


1२ _ 
- 271 (0॥+/0, - ७ -# 9) [(1) और (3) द्वारा] 
I] 


| 14 
Eo प्र 2 (0 शा 2 
>, fh G;-y) 


ग“ n र 
उ 2.1 0775) =# चर ),का प्रसरण 
!=1 


N £ 
अर्थात्‌ छ? = हठ 


या o,= NO, ... (4) 
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(3) और (4), से हमें प्राप्त होता हे कि 


.. (5) 





आइए उदाहरण 11 के ऑकडों में सूत्र (5) के उपयोग द्वारा लघु विधि से माध्य, प्रसरण व मानक 
विचलन ज्ञात करें। 


उदाहरणा 12 निम्नलिखित बंटन के लिए माध्य, प्रसरण व मानक विचलन ज्ञात कीजिए: 
30-40 | 40-50 | 50-60 | 60-70 | 70-80 | 80-90 |90-100 





हल मान लें कल्पित माध्य ^ = 65 है। यहाँ ॥ = 10 
दिए गए आँकड़ों से निम्नलिखित सारणी 15.11 प्राप्त होती है। 


सारणी 15.11 


ME, 


10 





वर्ग बारंबारत | मध्य-बिंदु | = 
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2 
(10) 2 
=| 50x105—(-15) 
(50) | | 


1 
= 7-7 [30250 - 225] = 201 
25 


और मानक विचलन 6 = \/201 = 14.18 


| प्रश्नावली 15.2 | 


प्रश्‍न 1 से 5 तक के आकड़ों के लिए माध्य व प्रसरण ज्ञात कोजिए। 
1. 6,7,10,12,13,4,8, 12 
. प्रथम प्राकृत संख्याएँ 


2 
3. तीन के प्रथम 10 गुणज 
4 


र 





प्रश्‍न 7 व 8 में दिए गए बारंबारता बंटन के लिए माध्य व प्रसरण ज्ञात कीजिए। 
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9. लघु विधि द्वारा माध्य, प्रसरण व मानक विचलन ज्ञात कीजिए। 


ऊंचाई | 70-75|75-80|80-85|85-90| 90-95 |95-100 | 100-105|105-110| 110-115 
(सेमी में) 


बच्चों को 3 4 5 7 15 9 3 
संख्या 


10. एक डिजाइन में बनाए गए वृत्तों के व्यास (मिमी में) नीचे दिए गए हैं। 





वृत्तों के व्यासों का मानक विचलन व माध्य व्यास ज्ञात कोजिए। 
[संकेत पहले ऑकड़ों को सतत बना लें। वर्गों को 32.5-36.5, 36.5-40.5, 40.5-44.5,44.5 - 48.5, 
48.5 - 52.5 लें और फिर आगे बढें ] 
15.6 बारंबारता बंटनों का विश्लेषण (A#alysis of Frequeney Distributions) 
इस अध्याय के पूर्व अनुभागों में हमने प्रकीर्णन की कुछ मापों के बारे में पढ़ा है। माध्य व मानक 
विचलन की वही इकाई होती है जिसमें आँकडे दिए गए होते हैं। जब हमें दो विभिन्न इकाइयों वाले 
बंटनों की तुलना करनी हो तो केवल प्रकीर्णन की मापों की गणना ही पर्याप्त नहीं होती है अपितु एक 
ऐसी माप की आवश्यकता होती है जो इकाई से स्वतंत्र हो। इकाई से स्वतंत्र, विचरण की माप को 
विचरण गुणांक (coefficient of variation) कहते हैं और €.५. द्वारा दर्शाते हैं। 

विचरण गुणांक को निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित करते हें: 


(९२६७ - 100, 320 
X 


यहाँ 6 और 7 क्रमशः आँकड़ों के मानक विचलन तथा माध्य हैं। 

दो शृंखलाओं में विचरण को तुलना के लिए हम प्रत्येक श्रृंखला का विचरण गुणांक ज्ञात करते 
हैं। दोनों में से बड़े विचरण गुणांक वाली श्रृंखला को अधिक विचरण या बिखराव वाली शृंखला कहते 
हैं। कम विचरण गुणांक वाली श्रृंखला को दूसरी से अधिक संगत (०015151211) कहते हैं। 
15.641 दो समान माध्य वाले बारबारता बंटनों की तुलना (Comparison of two frequency 
distributions with same mean) मानलें X तथा 6 (पहले बंटन के माध्य तथा मानक 


विचलन हैं और >, तथा 6, दूसरे बंटन के माध्य और मानक विचलन हें। 
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ठ 
तब 0.५. (पहला बंटन) = र 2100) 
|| 
०2 
और 0.५. (दूसरा बंटन) = > * 100 
2 
दिया हे ऋ 5 5, = 5 (मान लें) 
, ठा] 
इसलिए C.४. (पहला बंटन) = 100 ... (1) 
X 
6; 
और 0.५. (दूसरा बंटन) - > x100 १. (2) 


(1) और (2) से यह स्पष्ट है कि दोनों 0.५. की तुलना ठ, और 5, के आधार पर ही की जा सकती 
है। अतः हम कह सकते हैं कि समान माध्य वाली श्रृंखलाओं में से अधिक मानक विचलन (या 
प्रसरण) वाली श्रृंखला को अधिक प्रक्षेपित कहा जाता है। साथ ही छोटी मानक विचलन (या प्रसरण) 
वाली श्रृंखला को दूसरी की अपेक्षा अधिक संगत कहा जाता है। 

आइए निम्नलिखित उदाहरण लें। 


उदाहरण 13 दो कारखानों ^ तथा 8 में कर्मचारियों की संख्या ओर उनके वेतन नीचे दिए गए हें। 


A B 
कर्मचारियों को संख्या 5000 6000 
औसत मासिक वेतन 2500 रु 2500 रु 
वेतनों के बंटन का प्रसरण 81 100 


व्यक्तिगत वेतनों में किस कारखाने ^ अथवा B में अधिक विचरण है? 


हल कारखाने ५ में वेतनों के बंटन का प्रसरण (6,2 = 81 

इसलिए, कारखाने ॥ में वेतनों के बंटन का मानक विचलन (छ) = 9 

साथ ही कारखाने 3 में वेतनों के बंटन का प्रसरण (6,2) = 100 

इसलिए, कारखाने 3 में वेतनों के बंटन का मानक विचलन (6,) = 10 

क्योंकि, दोनों कारखानों में औसत (माध्य) वेतन समान है अर्थात 2500 रु है, इसलिए बड़े मानक 
विचलन वाले कारखाने में अधिक बिखराव या विचलन होगा। अतः कारखाने 3 में व्यक्तिगत वेतनों 
में अधिक विचरण है। 
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उदाहरण 14 दो वेतनों का विचरण गुणांक 60 तथा 70 हे और उनके मानक विचलन क्रमश: 21 
और 16 है। उनके माध्य क्‍या हैं? 


हल दिया हे 0.५. (पहला बंटन) = 60, छ, = 21 
C.\. (दूसरा बंटन) = 70, छ, = 16 


मान लें 5 और 5, क्रमशः पहली व दूसरी बंटन के माध्य हे, तब 
. छठ] 
९.४. (पहला बंटन) = > % 100 
1 


इसलिए 60 = £100 या ऋ = 21100 = 35 
Xx 60 


Os 
और ९.४. (दूसरी बंटन) = 2100 
2 
अर्थात्‌ 70 हड > 100या ॐ = 10 _ 00 = 22.85 
x, 70 
अतः त 535 और 5, = 22.85 


उदाहरण 15 कक्षा 11 के एक सेक्शन में छात्रों को ऊँचाई तथा भार के लिए निम्नलिखित परिकलन 
किए गए हैं: 


ऊँचाई भार 
माध्य 162.6 सेमी 52.36 किग्रा. 
प्रसरण 127.69 सेमी? 23.1361 किग्रा.2 


क्या हम कह सकते हें कि भारों में ऊँचाई की तुलना में अधिक विचरण है? 
हल विचरणों की तुलना के लिए हमें विचरण गुणांकों की गणना करनी है। 


दिया है ऊँचाइयों में प्रसरण = 127.69 सेमी? 

इसलिए ऊचाइयों का मानक विचलन = \/ 27,69८7 = 11.3 सेमी 
पुनः भारों में प्रसरण = 23.1361 किग्रा.2 

इसलिए भारों का मानक विचलन =\/23.1361 किग्रा . = 4.81 किग्रा. 
अब, ऊँचाइयों का विचरण गुणांक = BE x 100 
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11.3 
कि x 100 = 6.95 
162.6 








भारो _ 4.81 
और भारों का विचरण गुणांक = > 36 “005 9.18 


स्पष्टतया भारों का विचरण गुणांक ऊँचाइयों के विचरण गुणांक से बड़ा हे। 
इसलिए हम कह सकते हें कि भारों में ऊँचाइयों की अपेक्षा अधिक विचरण हे। 


| प्रश्नावली 15.3 | 


1. निम्नलिखित आँकडों से बताइए कि 4 या 8 में से किस में अधिक बिखराव है: 


10-20 | 20-30| ३30-40| 40-50| 50-60 60-70 | 70-80 


9 52 





समूह 3 


2. शेयरों% और ४ के नीचे दिए गए मूल्यों से बताइए कि किस के मूल्यों में अधिक स्थिरता है? 


y 104 


3. एक कारखाने की दो फर्मो & ओर 8, के कर्मचारियों को दिए मासिक वेतन के विश्लेषण का 
निम्नलिखित परिणाम हें: 





फर्म & फर्म 8 
वेतन पाने वाले कर्मचारियों की संख्या 586 648 
मासिक वेतनों का माध्य 5253 रु 5253 रु 
वेतनों के बंटनों का प्रसरण 100 121 
(i) ^ और Bमें से कौन सी फर्म अपने कर्मचारियों को वेतन के रूप में अधिक राशि 


देती है? 
01) व्यक्तिगत वेतनों में किस फर्म & या 8, में अधिक विचरण है? 
4. टीम & द्वारा एक सत्र में खेले गए फुटबाल मैचों के आँकड़े नीचे दिए गए हें: 


ण 





9 
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टीम 8, द्वारा खेले गए मैचों में बनाए गए गोलों का माध्य 2 प्रति मैच और गोलों का मानक 
विचलन 1.25 था। किस टीम को अधिक संगत (८००५५४९०४) समझा जाना चाहिए? 

5. पचास वनस्पति उत्पादों की लंबाई + (सेमी में) और भार » (ग्राम में) के योग और वर्गों के योग 
नीचे दिए गए हैं; 


50 50 50 50 
» x,=212 >) जी) ओता»), = 1457.6 


i=l i=] =| |= | 
लंबाई या भार में किसमें अधिक विचरण हे? 


विविध उदाहरण 
उदाहरणा 16 20 प्रेक्षणों का प्रसरण 5 है। यदि प्रत्येक प्रेक्षण को 2 से गुणा किया गया हो तो प्राप्त 
प्रेक्षणों का प्रसरण ज्ञात कोजिए। 
इल मान लीजिए कि प्रेक्षण 1, +, ..., ५, और > उनका माध्य है। दिया गया है प्रसरण = 5 और 
४ = 20. हम जानते हें कि 


1 20 $ ] 20 शि 
प्रसरण ०१ =) (५-2) अर्थात्‌ = द > (५०३) 
ni ` 20m 


या 3 (४, - 3) = 100 0) 
यदि प्रत्येक प्रेक्षण को 2 से गुणा किया जाए, तो परिणामी प्रेक्षण 9, हैं। 
स्पष्टतया ऊ, = 2%, अर्थात्‌ ५, = टु y; 
I _ र्क 2 
इसलिए Y= 22 >. 2५. = 2 री 3. 
अर्थात्‌ ७३-23 or x= द 


£, और ठ के मान (1) में प्रतिस्थापित करने पर हमें प्राप्त होता है। 


20 | ] 2 20 हि 
IE "ठण = 100 , अर्थात्‌ > (9, 73) 400 
i=] i=] 


क्षणों 1 
अतः नए प्रेक्षणों का प्रसरण = त xX400=20=2° x5 
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| ब~ टिप्पणी | पाठक ध्यान दें कि यदि प्रत्येक प्रेक्षण को #, से गुणा किया जाए, तो नए बने प्रेक्षणों 





का प्रसरण, प्रसरण का /८ हो जाता है। 


उदाहरण 17 पाँच प्रेक्षणों का माध्य 4.4 हे तथा उनका प्रसरण 8.24 है। यदि तीन प्रेक्षण 1, 2 तथा 
6 हैं, तो अन्य दो प्रेक्षण ज्ञात कोजिए। 


हल माना शेष दो प्रेक्षण & तथा ) हैं। 
इसलिए, श्रुंखला 1, 2, 6, », » है। 


1+2+6+x+y 
अब, माध्य 3 ८4.4 = "ण 
या 225 9+x+y 
इसलिए x+y=13 ... (1) 


| = _ 
साथ ही प्रसरण = 8.24 = ठ DRC 
i=] 


अर्थात्‌ 8.24 = | (3.4) +(2.4) (Ne) +m Fy -2x4.4 (४+ 3)+22< (4.4) | 


या 41.20 > 11.56 + 5.16 + 2.56 + 7“-- # -08.6 2% 13 + 38.72 
इसलिए x+y कणा ... (2) 
लेकिन (1) से, हमें प्राप्त होता हे 

x+y? +2xy = 169 ... (3) 
(2) और (3), से हमें प्राप्त होता हे 

Ds क > ... (4) 


(2) में से (4), घटाने पर, 
x+y? - 2%) = 77-72 अर्थात्‌ (४-9 = 25 
या ४-४ --38 ... (5) 
अब (1) और (5) से, हमें प्राप्त होता हे 
४-9, 954 जब १५१५-५२-53 
या ४-4, ५=9 जब &४- 9८-७3 
अतः शेष दो प्रेक्षण 4 तथा 9 हें। 


उदाहरण 18 यदि प्रत्येक प्रेक्षण »,, »,, ...,५,को ४', से बढाया जाए जहाँ ८ एक ऋणात्मक या 


1? 2? 


धनात्मक संख्या हे, तो दिखाइए कि प्रसरण अपरिवर्तित रहेगा। 
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इल मान लें प्रेक्षण ५, »,, ....४ का माध्य » है, तो उनका प्रसरण 


I< न 
गी 2. (1, -) ˆ द्वारा दिया जाता है। 
i=] 
यदि प्रत्येक प्रेक्षण में ८ जोड़ा जाए तो नए प्रेक्षण होंगे 
y,=x,+4 क|) 


मान लीजिए नए प्रेक्षणों का माध्य छ है तब 


y 


| 16; | 16; 
>, y; = >, x; +a) 


| 11 11 na _ 
त D x; + fa देन 


अर्थात्‌ y= xX+a ... (2) 
अत: नए प्रेक्षणों का प्रसरण 


> (४-39): च > +a #74)? _ (1) और (2)के उपयोग से) 


ग] 


| Il 
=X) - 6. 
I त र 


अतः नए प्रेक्षणं का प्रसरण वही है जो मूल प्रेक्षणं का था। 
| «= टिप्पणी | ध्यान दीजिए कि प्रेक्षणों के किसी समूह में प्रत्येक प्रेक्षण में कोई एक संख्या जोड़ने 





अथवा घटाने पर प्रसरण अपरिंवर्तित रहता है। 


उदाहरण 19 एक विद्यार्थी ने 100 प्रेक्षणों का माध्य 40 और मानक विचलन 5.1 ज्ञात किया, जबकि 
उसने गलती से प्रेक्षण 40 के स्थान पर 50 ले लिया था। सही माध्य और मानक विचलन क्या है? 


इल दिया हे, प्रेक्षणों की संख्या (४) = 100 
गलत माध्य (3) = 40, 


गलत मानक विचलन (6) = 5.1 
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हम जानते हें कि 


अर्थात्‌ 
अर्थात्‌ 
अतः 


इसलिए 


साथ ही 


अर्थात्‌ 


या 


इसलिए 


अब 


RS हु 
वक १ 
17 i=] 
1 100 100 
40 = ल > ऋ या >= 4000 
=| =] 


प्रेक्षणों का गलत योग = 4000 
प्रेक्षणों का सही योग = गलत योग -50 +40 
= 4000 - 50 +40 = 3990 


सही योग 3990 _ 
100 100 


सही माध्य = 


मानक विचलन 6 = 





| 5-७० n है नर 
5.1- ५% गलत > 4 -(40) 
100 > 


| n 
26.01 = ~ गलत > » _ 1600 
100 


i=1 


गलत 9५; = 100 (26.01 + 1600) = 162601 
[=] 


दे है - 2 
सही >) 2 =गलत 2-7 - क (40)? 
i=] i=] 


= 162601 - 2500 + 1600 = 161701 


इसलिए सही मानक विचलन 


| 2 _ (सही माध्य? सही 
_ सही > __ (सही माध्य)? 
n 
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Joos 9 
: - (39.9) 
100 
= \/1617.01-1592.01 = Y25 25 = 5 


अध्याय 15 पर विविध प्रशनावली 


आठ प्रेक्षणों का माध्य तथा प्रसरण क्रमशः 9 और 9.25 हैं। यदि इनमें से छः प्रेक्षण 6, 7, 10, 

12, 12 और 13 हैं, तो शेष दो प्रेक्षण ज्ञात कीजिए। 

. सात प्रेक्षणों का माध्य तथा प्रसरण क्रमशः 8 तथा 16 हैं। यदि इनमें से पाँच प्रेक्षण 2, 4, 10, 

12, 14 हैं तो शेष दो प्रेक्षण ज्ञात कीजिए। 

. छः प्रेक्षणों का माध्य तथा मानक विचलन क्रमशः 8 तथा 4 हैं। यदि प्रत्येक प्रेक्षण को तीन से 

गुणा कर दिया जाए तो परिणामी प्रेक्षणों का माध्य व मानक विचलन ज्ञात कोजिए। 

. यदि प्रेक्षणों 1, »,, ...,४, का माध्य ठ तथा प्रसरण 02 हैं तो सिद्ध कीजिए कि प्रेक्षणों ८२, 

व, 4%, .... 4%, का माध्य और प्रसरण क्रमशः ८३ तथा ८२०? (a #0) हैं 

. बीस प्रेक्षणों का माध्य तथा मानक विचलन क्रमशः 10 तथा 2 हैं। जाँच करने पर यह पाया गया 

कि प्रेक्षण 8 गलत है। निम्न में से प्रत्येक का सही माध्य तथा मानक विचलन ज्ञात कीजिए यदि 
(0) गलत प्रेक्षण हटा दिया जाए। 

(01) उसे 12 से बदल दिया जाए। 

. एक कक्षा के पचास छात्रों द्वारा तीन विषयों गणित, भौतिक शास्त्र व रसायन शास्त्र में प्राप्तांकों 

का माध्य व मानक विचलन नीचे दिए गए हैं: 


विषय गणित भौतिक रसायन 
माध्य 42 9, 40.9 
मानक विचलन 12 15 20 


किस विषय में सबसे अधिक विचलन है तथा किसमें सबसे कम विचलन है? 

100 प्रेक्षणों का माध्य और मानक विचलन क्रमशः 20 और 3 हैं। बाद में यह पाया गया कि 
तीन प्रेक्षण 21, 21 तथा 18 गलत थे। यदि गलत प्रेक्षणों को हटा दिया जाए तो माध्य व मानक 
विचलन ज्ञात कोजिए। 
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गणित 


साराश 


प्रकीर्णन की माप ऑकडों में बिखराव या विचरण की माप। परिसर, चतुर्थक विचलन, 
माध्य विचलन व मानक विचलन प्रकीर्णन की माप हें। 

परिसर = अधिकतम मूल्य - न्यूनतम मूल्य 

अवर्गीकृत आँकड़ों का माध्य विचलन 


७1.1). (3) = व ळय M.D. (M) = 2 


( x-M ) | 
N 


जहाँ >> माध्य और प = माध्यिका 
वर्गीकृत आँकड़ों का माध्य विचलन 








M.D.(F) = SE , MD.(M)= Sis) , जहाँ =) 1; 


अवर्गीकृत आँकड़ों का प्रसरण और मानक विचलन 


=" = > (x, =| ठ ण (५3.७ ८९ २9९५ - > है 


असतत बारंबारता बंटन का प्रसरण तथा मानक विचलन 


EN | _ गा re) > 
प N > (-7) > = रच > 2) 


सतत बारंबारता बंटन का प्रसरण तथा मानक विचलन 


| हा 1 
च्य क्य न्य NTs) 


प्रसरण और मानक विचलन ज्ञात करने की लघु विधि 


ङ रः NY fy) | द Nts OL for) (fy) 


DN 
| 





जहाँ 2. 


र O न 
® विचरण गुणांक C.४. = 2100, 2 #0. 
ग 


® समान माध्य वाली श्रंखलाओं में छोटी मानक विचलन वाली श्रृंखला अधिक संगत या कम 


विचरण वाली होती हे। 
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ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


सांख्यिकी का उद्भव लैटिन शब्द “॥»7७' से हुआ है जिसका अर्थ एक राजनैतिक राज्य होता 
है। इससे पता लगता है कि सांख्यिकी मानव सभ्यता जितनी पुरानी है। शायद वर्ष 3050 ई.पू. 
में यूनान में पहली जनगणना की गई थी। भारत में भी लगभग 2000 वर्ष पहले प्रशासनिक आकडे 
एकत्रित करने की कुशल प्रणाली थी। विशेषत: चंद्रगुप्त मौर्य (324-300 ई.पू.) के राज्य काल 
में कौटिल्य (लगभग 300 ई.पू.)के अर्थशास्त्र में जन्म और मृत्यु के आकडे एकत्रित करने की 
प्रणाली का उल्लेख मिला हे। अकबर के शासनकाल में किए गये प्रशासनिक सर्वेक्षणों का वर्णन 
अबुलफजूल द्वारा लिखित पुस्तक आइने-अकबरी मे दिया गया है। 

लंदन के केप्टन John Graunt (1620-1675) को उनके द्वारा जन्म और मृत्यु की 
सांख्यिकी के अध्ययन के कारण उन्हें जन्म और मृत्यु सांख्यिकी का जनक माना जाता है। 
Jacob Bernoulli (1654-1705) ने 1713 मे प्रकाशित अपनी पुस्तक ७1६ Conjectand में 
बड़ी संख्याओं के नियम को लिखा है। 

सांख्यिकी का सैद्धांतिक विकास सत्रहवीं शताब्दी के दौरान खेलों और संयोग घटना के 

सिद्धांत के परिचय के साथ हुआ तथा इसके आगे भी विकास जारी रहा। एक अंग्रेज Francis 
Galton (1822-1921) ने जीव सांख्यिकी (131071०79) के क्षेत्र में सांख्यिकी विधियों के 
उपयोग का मार्ग प्रशस्त किया। Karl Pearson (1857-1936) ने काई वर्ग परीक्षण (C॥/ 
४५८7९ 1९51) तथा इंग्लैंड में सांख्यिकी प्रयोगशाला को स्थापना के साथ सांख्यिकीय अध्ययन 
के विकास में बहुत योगदान दिया है। 

Sir Ronald a. Fisher (1890-1962) जिन्हें आधुनिक सांख्यिकी का जनक माना जाता 
है, ने इसे विभिन्न क्षेत्रों जैसे अनुवांशिकी, जीव-सांख्यिकी, शिक्षा, कृषि आदि में लगाया। 
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